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Μαθηματικά κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου
2ο Διαγώνισμα διάρκειας 3 ωρών στις

Συναρτήσεις και τα Όρια
Οκτώβριος 2016

Θέμα Α
Α 1. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή

Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.
α) Αν μια συνάρτηση f: είναι γνησίως μονότονη, τότε η εξίσωση  f x 0 έχει ακριβώς μια ρίζα.

β) Αν  
0x x

lim f x


  , τότε η συνάρτηση f δεν έχει ολικό μέγιστο.

γ) Αν  
x
limf x


  και  
x
lim f x


  , τότε η συνάρτηση f έχει σύνολο τιμών το  .

δ) Αν ορίζεται το άθροισμα δύο συνεχών συναρτήσεων, τότε και αυτό θα είναι συνεχής συνάρτηση.
ε) Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο  ,  και    f f 0   , τότε η εξίσωση  f x 0 έχει

τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα αυτό.
στ) Κάθε συνεχής συνάρτηση f στο ,  με    f f   , παίρνει μόνο τις τιμές μεταξύ των  f  και  f 
.
ζ) Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής στο  ,  και    f f 0   , τότε η εξίσωση  f x 0 δεν έχει

ρίζα στο διάστημα αυτό.
η) Κάθε πολυώνυμο περιττού βαθμού έχει τουλάχιστον μία πραγματική ρίζα.
θ) Αν για δύο συναρτήσεις f,g ορισμένες στο  γνωρίζουμε ότι οι γραφικές τους παραστάσεις δεν έχουν

κοινά σημεία, τότε θα είναι    f x g x για κάθε x ή    f x g x για κάθε x .
ι) Αν 1  , τότε x

x
lim 0

  και x

x
lim

   .

μονάδες 10x1
Α 2. Οι συναρτήσεις f, g είναι ορισμένες στο R, συνεχείς και ισχύει: f γνησίως αύξουσα, g γνησίως

φθίνουσα και    f 2 g 2 . Να διατάξετε σε μία σειρά από τη μικρότερη στη μεγαλύτερη τις

παρακάτω διαφορές:    f 2 g 2 ,    f e g e ,    f 1 g 1

μονάδες 5
Α 3. Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f.

α) Να γράψετε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της f.
β) Να γράψετε τα ακρότατα και τις θέσεις ακροτάτων της f.
γ) Να συμπληρώσετε τα παρακάτω όρια:

 
x 5
lim f x ..........


  

x 2
lim f x ..........


  

x 2
lim f x ..........




δ) Να αναφέρετε ένα διάστημα για στο οποίο ισχύει το θεώρημα Bolzano για την f, δικαιολογώντας την
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απάντησή σας.

ε) Ισχύει το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών για την f στο διάστημα  5,2 ;

μονάδες 5x2

Θέμα Β

Δίνεται η συνάρτηση  
2
3f x x , x 0  .

Β 1. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. μονάδες 5

Β 2. Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η γραφική παράσταση της f βρίσκεται πάνω από τη γραφική
παράσταση της 1f  . μονάδες 5

Β 3. Να υπολογίσετε το όριο
   

x 1

f x f x 2
lim

x 1

 


. μονάδες 5

Β 4. Έστω συνεχής συνάρτηση g :   με    x g x f x   για κάθε x 0 .

α) Να υπολογίσετε το όριο
 

x 0

g x 1 1
lim

x

 
μονάδες 5

β) Να δείξετε ότι η εξίσωση   2g x 3x x 1   έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  0,1 . μονάδες 5

Θέμα Γ
Δίνεται συνάρτηση f συνεχής στο  για την οποία ισχύει ότι    2f x 2xf x 1 0   για κάθε x και

 f 0 1 .
Γ 1. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f δεν τέμνει τον άξονα x΄x. μονάδες 4
Γ 2. Να δείξετε ότι   2f x x 1 x   . μονάδες 4
Γ 3. Να υπολογίσετε τα όρια:

α)  
x
lim f x


β)    x

1lim f x
f x

 
 

  
γ)

 
x

f x
lim

x


δ)

 
x 0

f x 1
lim

x



μονάδες 4x2
Γ 4. Να αποδείξετε ότι η f δεν είναι γνησίως αύξουσα. μονάδες 4
Γ 5. Να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 και να βρείτε την αντίστροφή της στο

διάστημα αυτό. μονάδες 5

Θέμα Δ

Δίνεται η συνάρτηση  
    y x x y

y yy

3 ln 1 e ln 1 e 2
f x lim

x 2 3

   


 
, x 0 .

Δ 1. Να αποδείξετε ότι      x xf x ln 1 e ln 1 e , x 0     . μονάδες 4
Δ 2. Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα. μονάδες 4
Δ 3. Να εξετάσετε αν υπάρχει 0  τέτοιο, ώστε    ln 1 e 1 ln 1 e     . μονάδες 4
Δ 4. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της. μονάδες 4

Δ 5. Να υπολογίσετε το όριο
 1 10 3

2x

f 10 x 7x 4
lim

x 5x 8





  

 
. μονάδες 4

Δ 6. Να λύσετε την ανίσωση        f x f x4 41 e 1 e 1 e e 1     . μονάδες 5

Καλή Επιτυχία!
Στέλιος Μιχαήλογλου
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Λύσεις
Θέμα Α
Α 1. α) Λ β) Σ γ) Λ δ) Σ ε) Λ στ) Λ ζ) Λ η) Σ θ) Λ ι) Σ

Α 2. Είναι    f 2 g 2 0 

       
f

2 e f 2 f e f e f 2    
1

και        
g

2 e g 2 g e g 2 g e      
2

, άρα

           f 2 g 2 f e g e f e g e 0     

     
f

1 2 f 1 f 2 f 1 0    
1

και      
g

1 2 g 1 g 2 g 1 0    
2

, άρα    f 1 g 1 0 

Είναι            f 1 g 1 f 2 g 2 f e g e    

Α 3. α)  fA 5,7  ,    f 4,6  

β) Ελάχιστο το -4 για x 6 και μέγιστο το 6 για x 5 .

γ)  
x 5
lim f x 1


 ,  

x 2
lim f x 2


  ,  

x 2
lim f x 2




δ) Στο  5,7 η f είναι συνεχής και    f 5 f 7 0 .

ε) Επειδή η f δεν είναι συνεχής στο -5, δεν είναι συνεχής στο  5,2 , οπότε δεν ισχύει.

Θέμα Β

Β 1. Έστω 1 2x ,x 0 με 1 2x x , τότε    
2 2
3 3
1 2 1 2x x f x f x   άρα η f είναι γνησίως αύξουσα,

οπότε είναι 1-1 και αντιστρέφεται.

 
2

3 2 2 3 33f x y x y x y, y 0 x y x y y y           , άρα  1f y y y, y 0  

οπότε  1f x x x , x 0   .

Β 2.      
62 2 61 4 9 4 93 3f x f x x x x x x x x x x x 0  

           
 

 4 5x 1 x 0 0 x 1    

Β 3.
      33

2
3 33 32 2 x u x u

x 1 x 1 x 1 x 1 u 1

x x 2f x f x 2 x x 2lim lim lim
x 1 x 1 x 1

  

     

    
  

  
 2

3u 1 u 1

u 1u u 2lim lim
u 1 

 




 
 

u 2

u 1



  2

3 1
3u u 1
 

 

Β 4. α) Είναι    
x 0 x 0
lim x 0, limf x f 0 0
 
    , οπότε από το κριτήριο παρεμβολής είναι και

 
x 0
limg x 0


 . Είναι  
x 0
lim g x 1 1 0

       άρα  g x 1 0  κοντά στο 0, άρα:

     
x 0 x 0 x 0

g x 1 1 1 g x 1 g x
lim lim lim

x x x  

     
   

 
.

Για κάθε x 0 είναι        g x f xxx g x f x
x x x


     

Είναι
x 0 x 0

x x xlim lim 0 1 0
xx 

 
    ,  

2
2 1 13 2 3
3 2 6

1x 0 x 0 x 0 x 0 x 0
2

f x x xlim lim lim lim x lim x 0
x x x
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οπότε από κριτήριο παρεμβολής είναι και  
x 0

g x
lim 0

x


 
x 0

g x
lim 0

x

 
   

 
.

β) Έστω     2h x g x 3x x 1    . Είναι    h 0 g 0 1  ,    h 1 g 1 1 

Για x 0 είναι      0 g 0 f 0 g 0 0     , άρα  h 0 1 0  .
Για x 1 είναι          1 g 1 f 1 1 g 1 1 g 1 1 0 h 1 0            .
Αν  h 1 0 , τότε η h έχει ρίζα το x 1 .
Αν  h 1 0 , τότε    h 0 h 1 0 και επειδή η h είναι συνεχής ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων,
η εξίσωση     2h x 0 g x 3x x 1     έχει τουλάχιστον μια ρίζα στο  0,1 .

Θέμα Γ
Γ 1. Έστω ότι υπάρχει 0x  τέτοιο, ώστε  0f x 0 , τότε:

   2
0 0 0f x 2x f x 1 0 1 0      άτοπο. Άρα η fC δεν τέμνει τον άξονα x΄x.

Γ 2.           22 2 2 2 2f x 2xf x 1 0 f x 2xf x x x 1 f x x x 1            (1)
Επειδή 2x 1 0  για κάθε x , είναι    g x f x x 0   και επειδή η g είναι συνεχής, διατηρεί
σταθερό πρόσημο. Είναι    g 0 f 0 1 0   άρα  g x 0 για κάθε x , οπότε:

       2 2 2 21 g x x 1 g x x 1 f x x 1 x         

Γ 3. α)    2
2 2x x x x

1 1lim f x lim x 1 x lim x 1 x lim x 1 1
x x   

    
                        

β)    
 
1 u

f x

x x u 0 u 0
u 0

1 1 ulim f x lim u lim 1
f x u u



   


          
   

γ)    
2

2

x x x

xlim f x lim x 1 x lim
  

   
21 x 

2 x

2

1lim 0
1x 1 x x 1 1
x


 

     
 

   
x x

f x 1lim lim f x 0 0 0
x x 

         
 

 u f x

x x u 0 u 0
lim f x lim u 0



   

 
    

 

δ)   2 2 2

x 0 x 0 x 0 x 0

f x 1 x 1 x 1 x 1 1 x xlim lim lim lim
x x x x   

      
     

 

1 1

x  2
1 1

x 1 1

 
    

  
 

Γ 4. Έστω ότι η f είναι γνησίως αύξουσα, τότε επειδή είναι συνεχής θα έχει σύνολο τιμών το

        
x x

f lim f x , lim f x ,0
 

    που είναι αδύνατο. Άρα η f δεν είναι γνησίως αύξουσα.

Γ 5. Έστω 1 2x x 0  , τότε: 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2x x x 1 x 1 x 1 x 1         (2) και επειδή

1 2x x   (3), προσθέτοντας τις (2),(3) κατά μέλη έχουμε:

   2 2
1 1 2 2 1 2x 1 x x 1 x f x f x       άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 .

H f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  ,0   , οπότε έχει αντίστοιχο σύνολο
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τιμών το         
xx 0

f lim f x , lim f x 1,
 

    .

Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα, είναι 1-1 και αντιστρέφεται. Το πεδίο ορισμού της 1f  είναι το
σύνολο τιμών της f, οπότε    1f

f 1,    

   22 2 2 2f x y x 1 x y x 1 y x x 1 y x x              2 21 y 2yx x    
2y 0

2 1 y1 y 2yx x
2y

 
    .

Άρα  
2

1 1 yf y ,
2y

 
 y 1 , οπότε  

2
1 1 xf x , x 1

2x
 

 

Θέμα Δ

Δ 1.  
    

y

y x x y

y yy y

3
3 ln 1 e ln 1 e 2

f x lim lim
x 2 3 

   
 

 

   
y

x x 2ln 1 e ln 1 e
3
      
 

0

y3

 
 
 
 

y2x
3
   
 

0

1


 
 
 
 

     x xf x ln 1 e ln 1 e   

Δ 2. Έστω 1 2x ,x 0 με 1 2x x , τότε

   1 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x x xe e e e 1 e 1 e ln 1 e ln 1 e             (1) και

       1 2 1 2 1 2 1 2x x x x x x x xe e 1 e 1 e ln 1 e ln 1 e ln 1 e ln 1 e               (2)

Από    1 2             1 1 2 2x x x x
1 2ln 1 e ln 1 e ln 1 e ln 1 e f x f x         άρα η f είναι

γνησίως φθίνουσα στο  ,0 .

Δ 3.          ln 1 e 1 ln 1 e ln 1 e ln 1 e 1 f 1               (3)

Είναι          
xe u

x x

x x x u 0
u 0

lim f x lim ln 1 e ln 1 e lim ln 1 u ln 1 u 0


   


              και

     
x

x
1 e ux 1 e

x x
xx 0 x 0 x 0 x 0 u 0

u 0

1 elim f x lim ln 1 e ln 1 e lim ln lim ln u
1 e    








     


          

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο  ,0   , έχει σύνολο τιμών το

        
xx 0

f lim f x , lim f x ,0
 

    .

Επειδή το 1 δεν ανήκει στο σύνολο τιμών της f δεν υπάρχει 0  για τον οποίο αληθεύει η (3).

Δ 4.Επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα είναι και 1-1 και αντιστρέφεται.

Θέτουμε      
x x

x x y
x x

1 e 1 ef x y ln 1 e ln 1 e y ln y e
1 e 1 e
 

          
 

 
y

x y x y y x x y x y y x
y

1 e1 e e e e 1 e e e e e 1 e 1 e e
1 e


            


(4)

Επειδή η f έχει σύνολο τιμών το  ,0 , είναι
y

y y
y

1 ey 0 e 1 1 e 0 0
1 e


       


, οπότε η (4)

γίνεται:
y

y

1 ex ln
1 e





, άρα  
y

1
y

1 ef y ln , y 0
1 e

 
 


, οπότε και  

x
1

x

1 ef x ln , x 0
1 e

 
 


.
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Δ 5. Επειδή το σύνολο τομών της 1f  είναι το πεδίο ορισμού της f, ισχύει ότι  1 10f 10 0   , άρα

   1 10 3 1 10 3

2x x

f 10 x 7x 4 f 10 x
lim lim

x 5x 8

 

 

   


  2x
 1 10

x
lim f 10 x


   

Δ 6.        
 

 

 

 

4
f x f x4

f x f x4 4
4f x f x

e
1 e e 1 1 e1 e 1 e 1 e e 1 ln ln

1 e1 e 1 e
  

        
 

4

4

11
e

e

  
 

4
11
e


  
 

        
1 4 4f f f

1
4 4

1 e 1 ef f x f 4 f x 4 x f 4 ln x ,ln
1 e 1 e

  
   

              

2 2


